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Вступ 
Промисловість будівельних матеріалів є 
одним із найбільших споживачів палива і зай-
має за показником енергоємності третє-
четверте місце в економіці країни. Так, тільки 
на виробництво цементу в Україні щорічно 
витрачається більш ніж 3 млн т умовного па-
лива. Разом з тим, коефіцієнт його викорис-
тання в обертових печах, які є основними 
споживачами палива, дуже незначний. Основ-
на частина цементного клінкеру обпалюється 
в печах, тепловий ККД яких не перевищує 
55—60 %, тому задача з підвищення ефектив-
ності використання таких агрегатів є дуже ак-
туальною, оскільки збільшення цих показни-
ків навіть на кілька відсотків дає істотний 
економічний ефект [1].  
Відомо, що механічне устаткування про-
мисловості будівельних матеріалів є найбільш 
складним і енергоємним у комплексі будівель-
ної індустрії. Багато його видів є унікальними 
не тільки за розмірами, але і за складністю 
конструкції. Робота більшості таких машин ві-
дбувається в умовах високих температур, тис-
ків, агресивних середовищ і підвищеного запи-
лення, що вимагає спеціальних заходів для під-
вищення їх надійності, безпеки та довговічнос-
ті, що потребує розробки більш повних мате-
матичних моделей для чисельного моделюван-
ня його роботи, та врахування неоднорідних 
факторів [2—4].  
Для інтенсифікації теплообміну між мате-
ріалом, що обпалюється, і газовим потоком у 
печах встановлюються теплообмінники. Ме-
тою цих пристроїв є розподіл матеріалу в 
створених вихрових потоках трубних газів для 
поліпшення теплообміну між газом і матеріа-
лом. Установка таких теплообмінників сприяє 
більш раціональному використанню енергетич-
них і сировинних ресурсів та інтенсифікації 
процесу виробництва [1].  
Постановка задачі 
У даній статті ставиться задача дослідити 
можливості встановлення вихрового теплооб-
мінника в обертову піч для підвищення тепло-
вої ефективності її роботи та інтенсифікації 
теплообміну між газовим потоком і матеріалом. 
При цьому використовується метод розрахунку 
для визначення напружено-деформованого ста-
ну (НДС) конструкції печі і теплообмінника 
при комплексному врахуванні термосилових та 
інших факторів навантаження, що дає змогу 
проаналізувати їх вплив і визначити умови ро-
боти теплообмінника та печі.  
Математична модель 
Для моделювання напружено-деформова-
ного стану конструкцій, зокрема обертової пе-
чі, що знаходяться під дією зовнішніх сил та 
нерівномірних температурних полів, скориста-
ємось загальними співвідношеннями механіки 
деформованого твердого тіла — рівняннями 
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=σ − ∇ + , (2) 
де ρ  — густина матеріалу; iu  — компоненти 
вектора переміщень; i jσ  — контраваріантні 
компоненти тензора напружень; if  — компо-
ненти вектора об’ємних силових навантажень; 
U  — внутрішня енергія одиниці об’єму матері-
алу; 
i j
ε  — коваріантні компоненти тензора де-
формацій; iq  — компоненти вектора теплового 
потоку; 
V
Q  — джерело теплової  енергії одини-
ці, віднесене до одиниці об’єму матеріалу.  
Для отримання замкнутої системи рівнянь 
до (1), (2) необхідно додати: 







2i j i j j i
u uε = ∇ + ∇ , (3) 
• співвідношення для пружних деформа-
цій ( )e
i j
ε  як різницю між повними і тепловими 
деформаціями 
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• рівняння узагальненого закону Гука для 
напружень із врахуванням теплових деформацій 
 ( ) ( )( )i j i j m n e i j m n T
i j m n i j
C Cσ = ε = ε − ε , (6) 
а також закону Фур’є, що дає можливість ви-
значити вектор теплового потоку через темпе-
ратуру :T  
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q T= −λ ∇ ; (7) 




U c T= + , (8) 
де i j m nC  — компоненти тензора пружності, 
i j
g  — компоненти метричного тензора; ( )Tα , 
λ , Vc  — коефіцієнти теплового розширення, 
теплопровідності і теплоємності матеріалу. 
Розглянемо стаціонарні задачі термомеха-
ніки твердих тіл, для яких температура і всі 
параметри напружено-деформованого стану є 
не залежними від часу t . Тоді взаємно зв’язана 
система рівнянь (1)—(8) спрощується і розпада-
ється на дві підсистеми, які розв’язуються пос-
лідовно: теплопровідності (з врахуванням (2), 
(7)) у вигляді 
 ( ) 0i j
i j V
g T Q∇ λ ∇ + =  (9) 
і термопружності 
 0i j i
j
f∇ σ + = , (10) 
де напруження i jσ  виражаються через перемі-
щення iu  відповідно до співвідношень (3)—(6) 
та значення температури T , отримані за фор-
мулою (9). 
Для крайових задач механіки система рів-
нянь має доповнюватись граничними умова-
ми. При розв’язанні рівняння (9) на зовніш-
ній поверхні тіла задаються умови теплообмі-
ну, які на різних частинах поверхні можуть 
бути різними. Будемо розглядати чотири типи 
умов теплообміну. 
На всій зовнішній поверхні тіла або на ча-
стині його поверхні 
T
S  задана температура T  
 |
TS
Т = θ , (11) 
де θ  — наперед задані значення  температури.  
На поверхні тіла Sα  задано умови конвек-
тивного теплообміну 
 ( ) ( )i ii S i S
Tq n T n T
nα α
∂− = λ ∇ = λ = α − θ
∂
, (12) 
де α  — коефіцієнт тепловіддачі; θ  — темпера-
тура навколишнього середовища біля зовніш-
ньої поверхні Sα ; in — компоненти одинично-
го вектора зовнішньої нормалі до поверхні тіла.  
На поверхні тіла Sγ  задано умови проме-
невого теплообміну 
  4 4( ) ( )i ii S i S
Tq n T n T
nα α
∂− = λ ∇ = λ = β − θ
∂
, (13) 
де β  — коефіцієнт випромінювальної (або пог-
линальної) спроможності поверхні тіла відносно 
променевої енергії; θ  — температура джерела 
променевої енергії. 
При визначенні напружено-деформовано-
го стану на основі (10) граничні умови можуть 
бути сформульовані відносно напружень (ста-





n pσ = , (14) 
де ip  — компоненти зовнішніх поверхневих 





n — компоненти одиничного 
вектора зовнішньої нормалі до поверхні тіла 





u u= % , (15) 
де iu% — компоненти вектора вимушених пере-
міщень, які задані на поверхні 
U
S , або в змі-
шаному варіанті (змішані граничні умови), ко-
ли частина рівнянь є статичними, а інша — кі-
нематичними умовами, але загальна кількість 
рівнянь у кожній точці зовнішньої поверхні 
має бути незмінною.  
Алгоритм розв’язання задачі 
Система диференціальних рівнянь (1)—(15) 
з допомогою методу скінченних елементів 
(МСЕ) дискретизується і зображається у вигля-
ді двох систем алгебричних рівнянь високого 
порядку — теплопровідності і термомеханіки. 
Задача теплопровідності відповідає матричному 
рівнянню 
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 [ ]{ } { }T QΛ = , (16) 
де [ ]Λ  — матриця теплопровідності, яка враховує 
властивості теплопровідності матеріалу та нелі-
нійні граничні умови теплообміну (12); { }T  — 
вектор невідомих вузлових температур; { }Q  — 
вектор внутрішніх та граничних теплових джерел.  
Задача термомеханіки формулюється від-
носно вузлових переміщень у вигляді  
 [ ]{ } { }K U P= , (17) 
де [ ]K  — матриця жорсткості, яка враховує 
пружні властивості матеріалу та граничні умо-
ви; { }U  — вектор невідомих вузлових перемі-
щень; { }P  — вектор еквівалентних вузлових 
термосилових навантажень, які зумовлені дією 
зовнішніх сил та градієнтами температури вну-
трішніх і теплових джерел.  
Процес моделювання термонапруженого 
стану конструкцій виконується в два етапи. На 
першому з них розв’язується задача теплопро-
відності. Оскільки рівняння (16) є нелінійним, 
то використовується ітераційний алгоритм. 
1. Формуються лінеаризована матриця [ ]Λ  
та вектор { }Q , при цьому береться, що темпе-
ратура, від якої залежить коефіцієнт тепловід-
дачі в (12), спочатку дорівнює температурі нав-
колишнього середовища θ . 
2. Розв’язується система лінеаризованих 
рівнянь (16) і визначається чергове наближене 
значення вектора { }T . 
3. За знайденими температурами уточню-
ється значення коефіцієнта тепловіддачі і об-
числюються  нова матриця [ ]Λ  та вектор { }Q . 
Визначається похибка лінеаризованого рівнян-
ня (16), і якщо вона знаходиться в допустимих 
межах, то останнє значення { }T  береться за 
розв’язок задачі теплопровідності. В іншому 
випадку виконується перехід до п. 2. 
Другий етап полягає у формуванні матриці 
жорсткості та вектора еквівалентних вузлових 
термосилових навантажень рівняння (17) із 
врахуванням отриманого температурного поля. 
Після розв’язання (17) обчислюються дефор-
мації та напруження в елементах моделі і ана-
лізується загальний напружено-деформований 
стан конструкції. 
Розв’язання задач 
Для розв’язання задач використовувалась 
інтегрована система VESNA, розроблена на 
кафедрі ХПСМ НТУУ “КПІ” [6], яка створена 
з використанням фундаментальних законів ме-
ханіки та термодинаміки, ефективних та уні-
версальних числових методів розв’язання ди-
ференціальних рівнянь. Система призначена 
для моделювання гідродинамічних, теплових 
процесів і розрахунків на міцність та дослід-
ження методом скінченних елементів процесів 
лінійного і нелінійного деформування просто-
рових комбінованих систем, виконаних з ізот-
ропних і анізотропних матеріалів. 
Для апробації математичної моделі та ал-
горитмів розрахунку на міцність із врахуванням 
термосилових навантажень було досліджено 
обертову піч розміром 4×60 м з бандажем, що 
вварюється в корпус, звідки бралися основні 
геометричні розміри. 
З точки зору будівельної механіки в розра-
хунковому відношенні корпус обертової печі є 
тонкостінною циліндричною оболонкою, яка 
встановлена на кількох опорах. Опорними еле-
ментами є бандажі, встановлені на підбандажні 
обичайки. Корпус має змінний поперечний пе-
реріз, що визначається різною товщиною самого 
корпусу та футерівки. Біля однієї з опор печі на 
корпус прикріплене ведуче зубчасте колесо при-
воду, що передає обертовий момент та має від-
повідну вагу, яка враховується при розрахунках. 
Основними навантаженнями є власна вага 
корпусу печі, футерівки, бандажів та ведучого 
зубчастого колеса. Значно меншу частку стано-
вить вага оброблюваного матеріалу. Тому в 
аналогічних розрахунках вона звичайно не вра-
ховується, як і вплив поздовжнього нахилу, що 
становить 3—4 %.  
При розрахунках враховується, що піч є не 
тільки несучою конструкцією, а й тепловим 
агрегатом, на міцність якого значно впливають  
сили, що виникають під дією нерівномірних 
температурних полів у робочих зонах теплового 
агрегату і викликають відповідні термосилові 
навантаження. 
Температура газового потоку всередині печі 
задається у вигляді таблиці і наведена на рис. 1.  
Окремим питанням при розрахунку печі є 
вибір фізико-механічних властивостей футерів-
ки. Для визначення напруження необхідно 
знати ряд її фізико-механічних характеристик, 
основними з яких є модуль пружності і коефі-
цієнт термічного розширення. 
Модуль пружності значною мірою зале-
жить від початкових напруг стиску у футерів-
ці, що викликаються тим, що при укладанні 
футерівка розпинається в корпусі печі “зам- 
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ком”, який забивається між вогнетривами. При 
нагріванні температура футерівки перевищує 
температуру корпусу, тому вважається, що вона 
міцно притискається до нього. На термомеха-
нічні властивості футерівки впливають різні 
фактори: величина коефіцієнта термічного ро-
зширення, значення температур і характер їх 
розподілу у футерівці, ступінь монолітності, кіль-
кість нагрівів і охолоджень та швидкість зміни 
температури, товщина швів між цеглинами і 
багато інших. При цьому характер впливу цих 
факторів на процеси розширення футерівки 
може бути найрізноманітнішим, окремі впливи 
часто комбінуються і перебувають у взаємоза-
лежності [2]. При розв’язанні задачі для футе-
рівки були вибрані значення, наведені в [3]: 
3100МПа,
m
σ = 6 13,5 10 K− −α = ⋅ ,  =0,3μ . 
Вихровий теплообмінник являє собою 
конструкцію, наведену на рис. 2, і складається 
з опор, які одним кінцем кріпляться до кор-
пусу, а іншим утримують елементи дугоподіб-
них сегментів [5]. Матеріал, що обробляється 
в печі, потрапляє на ступінь з елементами ду-
гоподібних сегментів з меншим діаметральним 
розміром і, обертаючись навколо осі печі, пе-
ресипається крізь зазори, потрапляючи на сту-
пінь з більшим діаметральним розміром. При 
розрахунках теплообмінника вважалось, що 
він виконаний з термостійкої хромонікелевої 
сталі, а температура відповідає температурі 
газового потоку і змінюється по довжині від-
повідно до місця встановлення згідно з рис. 1. 
Обертова піч моделюється як 3D-кон-
струкція, зроблена із сталі з врахуванням скла-
дових конструктивних елементів і футерівки, та 
вихровий теплообмінник, який складається з 
кількох ступенів, які виконані з відповідних 
елементів. При розрахунках застосовувалась 
розрахункова система з використанням скін-
ченно-елементної моделі. У розрахункову схе-
му, показану в розрізі печі на рис. 3, а, входить 
корпус печі, виконаний з рядовими та підбан-
дажними обичайками, бандажі, вінцева шес-
терня та футерівка, зроблена з вогнетривів. Ви-
хрові дугоподібні сегменти, встановлені на 
опорах, складаються з 12 елементів, розміще-
них по колу (рис. 3, б ), 24 опорних стояків, 
встановлених на елементах-ступенях теплооб-
мінника і з’єднаних з корпусом печі.  
Розрахунок проводився в статичному ре-






















Рис. 2. Схема конструкції вихрового теплообмінника: 1 — корпус печі; 2 — внутрішня ступінь теплообмінника; 3, 4 — перша 
та друга опори внутрішнього ступеня; 5 — зовнішня ступінь теплообмінника; 6, 7 — перша і друга опори зовніш-
нього ступеня; 8 — щілини дугових елементів ступеня теплообмінника 
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Аналіз результатів  
За отриманим напружено-деформованим 
станом конструкції досліджувалися напруження, 
що виникають у корпусі печі. При цьому екві-
валентні напруги визначалися в центрах скін-
ченних елементів (СЕ) з використанням енерге-
тичної теорії міцності. Результати розрахунку 
наведені на рис. 4, де по осі ординат відкладені 
еквівалентні напруження, на осі абсцис — нуме-
рації скінченних елементів по довжині печі. 
З рисунка видно, що максимальні напру-
ження становлять 40 МПа і не перевищують 
допустимих для сталі ВСТ-3 та М16С, з якої 
виготовлена піч. Вони розміщені на ділянці 
між бандажем та вінцевою шестернею. Ділянка 
між 337 та 625 СЕ лежить у зоні максимальних 
температур.  
При розрахунках передбачалось, що кріп-
лення першої опорної стойки із ступенями теп-
лообмінника піддатливе, тобто воно виконано 
за аналогією з кріпленням чарункового теплоо-
бмінника пружними елементами. У розрахунко-
вій схемі це моделюється введенням рухомого 
СЕ, що дає можливість зміщуватись по дотич-
ній на величину розтягування пружного елемен-
та. Результати розрахунку зовнішніх та внутріш-
ніх ступенів теплообмінника наведено відповід-
но на рис. 5 і 6. 
По осі ординат відкладені еквівалентні на-
пруження, визначені за енергетичною теорією 
міцності в центрах СЕ, по осі абсцис — номери 
СЕ по довжині елементів ступеня. Розгляда-
ється шість елементів ступеня, розміщених під 
відповідним кутом до осі печі.  
З рисунка видно, що максимальні напру-
ження виникають у місцях кріплення опор до 
елементів ступенів теплообмінника і дорівню-
ють 7,0 МПа, що не перевищує допустимих 
напружень для термостійкої сталі. Локальний 
сплеск напружень спостерігається в місцях кріп-
лення опорних стояків, причому в місці жорст-
кого кріплення напруження більше в 1,5—3,0 
раза. Характер напружень однаковий, а незна-
чні відхилення пояснюються дією масових сил. 
Для аналізу працездатності опорних стояків 
теплообмінника в них визначені еквівалентні 
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хунку, який виконувався по центру штабеля 
(стояки) для зовнішніх та внутрішніх сегментів 
теплообмінників, наведено на рис. 7. При цьо-
му перші опорні стояки, що моделюють кріп-
лення за допомогою пружних елементів, поз-
начені Sum N1, Sum V1, а стояки, в яких ви-
користовується жорстке кріплення, — Sum N2, 
Sum V2. 
З графіків видно, що характер зміни наван-
тажень на стійку однаковий для всіх опорних 
стояків. Він достатньо рівномірний і збільшу-
ється в зоні кріплення з корпусом печі. При 
цьому максимальні напруження виникають на 
ділянці кріплення опори до корпусу печі і ста-
новлять 15,8 і 23,9 МПа для першого та друго-
го стояків зовнішніх ступенів і 11,8 і 6,8 МПа 
для внутрішнього ступеня.  
Значно більші напруження для стояків зов-
нішнього штабеля пояснюються більшим зов-
нішнім діаметром елемента та, відповідно, біль-
шим впливом температурних навантажень. Зага-
лом напруження в стояках теплообмінників не 
перевищує допустимих для термостійкої сталі.  
Таким чином, для ефективної роботи теп-
лообмінника в одному стояку, наприклад в пер-
шому, мають бути встановлені пружні елементи, 
які дають змогу компенсувати термосилові на-
вантаження, що виникають у місці кріплення 
опори до сектора теплообмінника. У цьому ви-
падку максимальні напруження в корпусі печі не 
перевищують 40 МПа, в теплообміннику — 7,0 
МПа, а в опорних стояках — 23,9 МПа, що є до-
пустимим для конструкцій корпусу та теплооб-

















Рис. 5. Еквівалентні напруження в ступенях зовнішніх теплообмінників:  — кут 30°;  — кут 90°;  — кут 















Рис. 6. Еквівалентні напруження в ступенях внутрішніх теплообмінників:  — кут 0°;  — кут 60°;  — кут 
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дугоподібних сегментів на опорах є прийнятним 
за показниками міцності конструкції.  
Важливим фактором є аналіз цих наван-
тажень, оскільки однією з основних умов без-
печної роботи печі є достатня твердість і мі-
німальні деформації корпуса. Це пов’язано з 
тим, що вона працює безупинно, з річним ко-
ефіцієнтом використання 0,94—0,96. Тому про-
тягом одного року піч зазнає близько 500 тис. 
таких знакозмінних циклів деформацій (і на-
пружень). 
Таким чином, розроблені математична 
модель і алгоритми розрахунку дають можли-
вість досить повно визначити напружено-
деформований стан обертової печі з врахуван-
ням масових сил та термосилових наванта-
жень, що дозволяє чисельно моделювати і до-
сліджувати обертову піч у процесі її роботи. 
Отримані дані дають змогу аналізувати умови 
роботи теплообмінника та робити висновки 
відносно можливостей його використання при 
зміні конструктивних розмірів та фізично-
механічних властивостей. 
Висновки 
Розроблені математична модель та алгорит-
ми дають змогу проводити розрахунки для ви-
значення напружено-деформованого стану піч-
ного агрегату з врахуванням як масових сил, 
так і термосилових навантажень у комплексній 
постановці.  
За запропонованою математичною модел-
лю можна буде проводити повні розрахунки і 
досліджувати нові вузли і деталі з різними фі-
зично-механічними властивостями.  
Визначено напруження в корпусі та елемен-
тах вихрового теплообмінника для обертової печі 
розміром 4×60 м. Для корпусу вони не переви-
щують 40 МПа, в теплообміннику — 7,0 МПа, а 
опорних стояках — 23,9 МПа, що допустимо. За-
пропонована конструкція задовольняє умови  
міцності, що дає змогу підвищити продуктив-
ність печі та ефективність теплообміну.  
У подальших дослідженнях необхідно ви-
значити траєкторію руху матеріалу з врахуван-
ням процесу теплообміну між частками й теп-
лоносієм.  
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RESEARCH INTO THERMAL TENSION IN RO-
TARY KILNS WITH VORTEX HEAT EXCHAN-
GERS  
We develop the mathematical model and algo-
















Рис. 7. Інтегроване значення еквівалентного напруження по центру ступеня:  — Sum N1;  — Sum N2; 
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го состояния вращающейся печи с учетом массо-
вых сил и термосиловых нагрузок. Исследованы 
условия работы вихревого теплообменника в пе-
чи размером 4×60 м, определены напряжения и 
выполнен анализ результатов расчета по эле-
ментам конструкции теплообменника и печи. 
ry kiln, taking into account mass forces and heat 
loads. We study operating conditions of the vortex 
heat exchanger in a furnace size 4×60m, determine 
stress and analyze the calculation results on design 
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